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提出了( 73，37，13) QＲ码的代数硬判决译码算法，并对所有可纠的错误图案( 共 185 859 898 个) 进行穷举仿真测
试，结果验证了译码算法的正确性。
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Abstract: In order to utilize the inverse-free Berlekamp-Massey algorithm to decode quadratic residue codes，it is essential
to compute unknown syndromes to construct the enough consecutive syndromes that are needed for the application of the IF-
BM algorithm． But for all the decodable error patterns，the critical data which are obtained from the previous algorithms
cannot guarantee theoretically obtaining the right unknown syndromes corresponding to every error pattern． In view of this，
in this paper，an improved algorithm is proposed to theoretically assure the right unknown syndromes corresponding to every
decodable error pattern． Based on the modified algorithm，an algebraic decoding algorithm of the( 73，37，13 ) quadratic
residue code is depicted，and exhaustive tests of all decodable error patterns whose exact number is 185859898 are conduc-
ted successfully．
Key words: Inverse-free Berlekamp-Massey algorithm; quadratic residue codes; unknown syndromes; algebraic hard-deci-
sion decoding algorithm; error patterns
0 引 言
QＲ 码( quadratic residue codes) 是由 Prange 在
1958 的一篇报告［1］中首次提出的一类码率略大于




型是 QＲ( 23，12，7) ，通常称之为 Golay 码［2-3］，其扩
展码型( 24，12，8 ) Golay 码［4］在 1979 － 1981 年间
被美国 NASA 的太空探测器 Voyager 的差错控制系
统所采用。
对于 QＲ 码的译码，传统算法主要是通过利用




基于高效的 IFBM( inverse-free Berlekamp-Messay) 算
法［8-10］，文献［8-9］提出了一种新的译码算法，这种
算法思想普遍适用于不可约生成多项式的 QＲ 码，















一种( 73，37，13) QＲ 的代数硬判决译码算法。
1 基础知识
对于( n，k，d) QＲ 码，其中 n 须为素数且 n≡
± 1( mod 8) ，k = ( n +1) /2，d 为码字最小距离，其最大
纠错能力 t = ?( d －1) /2」。设m 为满足n 2m －1的最
小正整数，则( n，k，d) QＲ 码即是构建在有限域 GF
( 2m ) 上的一种码型。由此可知，( 73，37，13) QＲ 码
是构建在 GF( 29 ) 上的一种码型，其最大纠错能力为
6。由于 GF( 29 ) 是比较小的有限域，所以相比其他
构建在大型有限域上的 QＲ 码，( 73，37，13) QＲ 码
的计算复杂度相对较低。
下面是关于校正子的划分，设集合 T = { i 0
i 73，i∈N + } ，现根据规则: ti≡j ·2
imod 73，其中
0≤i≤8，ti∈T，可将集合 T 划分为多个子集，如表 1
所示。
表 1 集合 T 的划分
Tab． 1 Partition of set T
j
ti
1 2 3 4 5 6 7 8
1 2 4 8 16 32 64 55 37
3 6 12 24 48 23 46 19 38
9 18 36 72 71 69 65 57 41
25 50 27 54 35 70 67 61 49
5 10 20 40 7 14 28 56 39
11 22 44 15 30 60 47 21 42
13 26 52 31 62 51 29 58 43
17 34 68 63 53 33 66 59 45
根据表 1 可知，T = T1∪T3∪T9∪T25∪T5∪T11∪
T13∪T17，其中 Tj 为表 1 中每一行构成的集合。设 α
为 GF( 29 ) 的本原元，β = α7，其平方剩余集定义为
Q73 = { i i≡j
2 mod 73 ，1≤j≤72} = T1∪T3∪
T9∪T25 ( 1)
( 1) 式中: T1 = { 1，2，4，8，16，32，64，55，37} ;
T3 = { 3，6，12，24，48，23，46，19，38} ; T9 = { 9，





( x + βi ) = g1( x) g3( x) g9( x) g25( x) =
1 + x + x5 + x6 + x7 + x8 + x11 + x15 + x17 + x18 + x19 +
x21 + x25 + x28 + x29 + x30 + x31 + x35 + x36 ( 2)
( 2) 式中:
g1 ( x) = ∏
i∈T1
( x + βi ) = 1 + x3 + x4 + x7 + x9 ;
g3 ( x) = ∏
i∈T3
( x + βi ) = 1 + x + x2 + x4 + x9 ;
g9 ( x) = ∏
i∈T9
( x + βi ) = 1 + x2 + x5 + x6 + x9 ;
g25 ( x) = ∏
i∈T25
( x + βi ) = 1 + x5 + x7 + x8 + x9。
设 m ( x ) 为信息多项式，其定义为: m ( x ) =
m0 +m1x + … + m36 x
36，令 b ( x ) ≡x36 m ( x ) mod g
( x) ，则码字多项式表示为
c( x) = x36 m( x) + b( x) ( 3)
显然地，c ( x) 满足 g ( x) c( x) ，其向量形式为
c = ( c0，c1，…，c72 ) 。假设码字 c 经过信道后，接收
序列为 r = ( r0，r1，…，r72 ) ，表示成多项式为
r( x) = r0 + r1x +… + r72x
72 ( 4)
设传输过程中发生的错误为 e = ( e0，e1，…，
e72 ) ，错误多项式 e( x) 为
e( x) = e0 + e1x +… + e72x
72 ( 5)
则有
r( x) = c( x) + e( x) ，r = c + e ( 6)
现定义校正子为
Si = e( β
i ) = r( βi ) + c( βi ) =
e0 + e1β
i +… + e72 ( β
i ) 72 ( 7)
由( 7) 式可知，若 i∈Q73，则 Si 可由接收序列
r( x) 直接计算得到，故为已知校正子; 若 i∈T /Q73，
则 Si 不能由接收序列 r( x) 直接计算得到，即为未知
校正子。假设在传输过程中，接收码字中有 v( 0≤
v≤6) 个错误发生，则错误多项式可表示为
e( x) = xk1 + xk2 + … + xkv ( 8)
( 8) 式中 0≤k1 k2 … kv≤72，对应的错误图案
可表示为 E = { k1，k2，…，kv} ，则校正子就可表示为





2 + … + Z
i
v ( 9)
( 9) 式中: Zj = β













imod73) kl = S( j2i) mod73 = Sti
( 10)
由此可知，所有的校正子可由表 1 第 1 列的校
正子而求得。
现定义错误位置多项式 σ( x) 为度数等于 v 的
多项式:
σ( x) = ∏
v
j = 1





( 11) 式中: σ1 = Z1 + Z2 +… + Zv ; σ2 = Z1 Z2 + Z1 Z3 +
… +Zv －1 Zv ;…; σv = Z1 Z2…Zv。求错误位置多项式
的方式实际决定了整个译码算法，本文将利用 IFBM
算法求错误位置多项式，然而利用该算法的前提是
要已知 2t( t 为最大纠错能力) 个连续的校正子。由






I = { i1，i2，…，iv + 1 } ，J = { j1，j2，…，jv + 1 } ，且 I，J 









































































现考虑矩阵 S( I，J) = X( I) X( J) T，有:
S( I，J) =
Si1+j1 Si1+j2 … Si1+jv+1
Si2+j1 Si2+j2 … Si2+jv+1
  
Siv+j1 Siv+j2 … Siv+jv+1

















显然矩阵 S( I，J) 为一个( v +1) × ( v +1) 的矩阵，
根据矩阵的性质，rank ( S( I，J) ) ≤min{ rank ( X( I) ) ，
rank( X( J) ) }≤v，故根据行列式基本性质有
det( S( I，J) ) = 0 ( 14)
假定 S( I，J) 矩阵中除了一个未知校正子外，其
他校正子都已知，根据( 14) 式，则可以计算出未知校
正子。文献［8］中给出了一种求 I，J 的算法，命名为
算法 I，介绍该算法之前，先定义运算: Q － i = { ( q －
i) ． mod n q∈Q} ，I ⊕ J = { ( i + j) mod n i∈I，j∈
J} * ，用“* ”表示该集合元素可以有多个相同元素，n
为码字长度。算法 I 步骤如下如下。
第 1 步 Q = Qn∪{ 0，r} ，其中 Qn为平方剩余
集，Sr 为未知校正子;
第 2 步 选择 I = { i1，i2，…，iv + 1 }Q;
第 3 步 如果交集( Q － i1 ) ∩ ( Q － i2 ) ∩…∩
( Q － iv + 1 ) 中元素个数小于 v + 1，回到第 2 步，否则
继续;
第 4 步 从第 3 步的交集中选择 v + 1 个元素
构成集合 J;
第 5 步 如果多元集合 I ⊕ J 中只包含一个 r，
则 I，J 即为所求的集合，算法停止，否则返回第 4 步。
根据算法 I 的步骤可知，对于所有的 v 个错误
的错误图案( 共 Cvn 个) ，该算法无法从理论上保证
对于每一个错误图案使得( 14 ) 式都不会出现零恒
等式的情况，从而无法保证根据( 14) 式能求得所有
未知校正子。比如，对于( 73，37，13 ) QＲ 码，当v = 3
时，计算未知校正子 S5，根据上面的算法 I 可求得一
组 I = { 0，1，3，36} ，J = { 0，2，72，35} ，这一 I，J 组合
对于错误图案 E = { 0，5，33} ，{ 0，7，17} ，{ 0，14，34}
等，都将导致零恒等式 det( S( I，J) ) ≡0，当v = 4 时，
根据该算法可求得一组 I = { 0，1，3，4，72} ，J = { 0，
2，72，71，70} ，这一 I，J 组合对于错误图案E = { 0，
1，2，68} ，{ 0，1，3，32} ，{ 0，1，16，48} 等，也都将导致
零恒等式，即行列式多项式中，未知校正子的系数
为 0，且常数项也为 0，从而无法求得未知校正子 S5，
导致译码失败。所以，对于这种算法求得的 I，J 组
合，由于无法从理论上确保其正确性，故需要用所








对于( v + 1 ) ! 个展开项，合并同类项后，其中至少





第 1 步 Q = Qn∪{ 0}∪Tr，其中 Qn为平方剩余
集，Tr = { tr tr≡r ·2
imod n，Sr 为未知校正子} ;
第 2 步 选择 I = { i1，i2，…，iv + 1 }Q;
第 3 步 如果交集( Q － i1 ) ∩ ( Q － i2 ) ∩…∩
( Q － iv + 1 ) 中元素个数小于 v + 1，回到第 2 步，否则
继续;
第 4 步 从第 3 步的交集中选择 v + 1 个元素
构成集合 J ，查看 J 集合是否已选完，选完则返回第
2 步，否则继续;
第 5 步 如果多元集合 I ⊕ J 中包含有 Tr 的元
素，则继续，否则返回第 4 步;
第 6 步 用拉普拉斯方法展开 det ( S ( I，J) ) ，
合并同类项后，若存在一项关于未 知校正子的单项





据算法 II 求出大量 I，J 组合，从中挑选出最优的，使
得计算复杂度尽量低。此算法将用于( 73，37，13 )
QＲ 码的代数译码中。
3 ( 73，37，13) QＲ 码的代数硬判决译
码算法
为了采用 IFBM 算法实现( 73，37，13 ) QＲ 码的
代数译码，必须先证明一个至关重要的定理。
定理 1 当错误个数 v≤6 时，错误图案与校正
子组( S1，S3，S9，S25 ) 一一对应。
定理 1 的证明可以参考文献［12］的定理 1 的
证明，证明过程类似，在此就不再赘述。类似于文
献［12］，根据定理 1 也可以得到一个有用的推论:
推论 1 当错误个数 v≤6 时，设校正子组( S1，















25 ) 时，e( x) = e
* ( x) 。
由( 2 ) ，( 3 ) ，( 7 ) 式以及表 1 可知，在 S1，S2，
…，S12中，有 S5，S7，S10，S11 为未知校正子，其中 S7，
S10可以由 S5 计算得到，故实际上要求的未知校正
子只有 S5，S11。下面是不同错误个数的情况下，未
知校正子 S5，S11 的值的情况，其中各组 I，J 组合由
算法Ⅱ所得。
Case 0: 即没有错误发生，则 S5 = 0，S11 = 0;




Case 2: 当 2 个错误发生时，则 S0 = 0，S1≠0，令
I1 = { 0，1，2} ，J1 = { 1，0，3} ，det( S( I1，J1 ) ) 展开项
中有且仅有一项为 S1
2 S5，因 S1≠0 于是根据( 14 )
式可计算得到 S5，令 I2 = { 0，1，8} ，J2 = { 1，0，3 } ，
det( S( I2，J2 ) ) 展开项中有且仅有一项为 S1
2 S11，因
S1≠0 则根据( 14) 式可计算得到 S11 ;
Case 3: 当 3 个错误发生时，S0 = 1，令 I1 = { 0，
1，4，2} ，J1 = { 0，4，1，3} ，det( S( I1，J1 ) ) 展开项中有
且仅有一项为 S5
3，于是根据( 14) 式可计算得到 S5，
令 I2 = { 0，1，10，9 } ，J2 = { 0，10，1，2 } ，det ( S ( I2，
J2 ) ) 的展开项中有且仅有一项为 S11
3，则根据( 14 )
式可计算得到 S11 ;
Case 4: 当 4 个错误发生时，S0 = 0，令 I1 = { 1，
5，2，4，0} ，J1 = { 4，0，3，1，5} ，det( S( I1，J1 ) ) 的展开
项中有且仅有一项为 S5
5，于是根据( 14) 式计算 S5，
令 I2 = { 2，9，1，10，5} ，J2 = { 9，2，10，1，6} ，det( S( I2，
J2 ) ) 的展开项中有且仅有一项为 S11
5，则根据( 14) 式
计算 S11 ;
Case 5: 当 5 个错误发生时，S0 = 1，令 I1 = { 0，
1，3，9，4，20} ，J1 = { 0，3，5，72，69，37} ，det ( S ( I1，
J1 ) ) 的展开项中有且仅有一项为 S5
30，于是根据
( 14) 式计算 S5，令 I2 = { 0，1，10，9，2，6 } ，J2 = { 0，
10，1，2，9，5} ，det( S( I2，J2 ) ) 的展开项中有且仅有
一项为 S11
5，则根据( 14) 式计算 S11 ;
Case 6: 当 6 个错误发生时，S0 = 0，令 I1 = { 5，
6，27，48，35，69，28} ，J1 = { 0，13，22，43，65，50，44} ，
det( S( I1，J1 ) ) 的展开项中有且仅有一项为 S5
91，于
是根据( 14) 式计算 S5，令 I2 = { 1，10，9，2，5，6，13} ，
J2 = { 10，1，2，9，6，5，71} ，det( S( I2，J2 ) ) 的展开项
中有且仅有一项为 S11
7，则根据( 14) 式计算 S11。
这里需要说明关于用算法 II 求 I2、J2 时，由于
S5 已经计算出来，故将 S5 看作已知校正子处理，则
第 1 步应修改为: Q = Qn∪ { 0 } ∪T5∪T11。至此，
( 73，37，13) QＲ 码的译码算法如下，此处命名为算
法 III，流程如图 1 所示。算法Ⅲ步骤如下。
第 1 步 根据接收序列 r( x) 利用( 9) ，( 10) 式
计算已知校正子 S1，S2，S3，S4，S6，S8，S9，S12，S25。
第 2 步 如果( S1，S3，S9，S25 ) = ( 0，0，0，0) ，则
没有错误发生并停止，否则令 v =1，并进行第 3 步。
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第 3 步 根据 Case 5 提供的数据计算未知校
正子 S5 以及对应的 S11，于是得到所有未知校正子
组( S5，S11 ) ，并从中选择一组( S5，S11 ) ，如果未选
完，则进行第 4 步，否则 v = v + 1，这时如果 v 6 则
停止，否则继续。
第 4 步 根据选择的( S5，S11 ) 组，利用表 1 或
者( 10) 式计算 S7，S10，至此 S1，S2，…，S12均已获得。
第 5 步 利用 IFBM 算法求得错误位置多项
式，如果错误位置多项式的度数不等于 v，返回第 3
步，否则利用 Chien 搜索得到其错误多项式，如果得
到的错误位置个数( 错误位置为 0 ～ 72 的整数) 不
等于 v，返回第 3 步，否则继续。







25 ) ，如果有( S1，S3，











图 1 ( 73，37，13) QＲ 码的代数译码流程
Fig． 1 Flowchart of the( 73，37，13) QＲ decoder




本文仿真分为 2 部分，第 1 部分穷举所有可纠
错误图案并进行解码，从而验证所提译码算法的正
确性; 第 2 部分通过仿真得到( 73，37，13 ) QＲ 码的
代数硬判决译码的性能曲线。
本文采用 C 语言编程，第 1 部分仿真平台为
DevC + + ，通过对所有的可纠错误图案进行解码，
译码器均能解得正确的错误图案，其中解不同个数
错误的图案时间如表 2 所示( Intel 4 核 i3 处理器，
主频 为 2. 93 GHz ) 。第 2 部 分 仿 真 的 平 台 为
VC6. 0，调制方式为 BPSK，信道为 AWGN 信道。图
2 为( 73，37，13) QＲ 码的代数硬判决译码的性能曲
线，从图 2 中可以看出，在误比特率 PBer = 2( 10
－4 以
及误帧率 PFer = 10
－2时，( 73，37，13) QＲ 的代数硬判
决译码相比未编码分别有 2. 3 dB 和 2. 5 dB 的编码
增益。
表 2 译码器解错误图案时间








1 73 0. 015 0. 205 5
2 262 8 0. 375 0. 142 7
3 62 196 13. 64 0. 219 3
4 544 215 1 608. 655 2. 955 9
5 15 020 334 46 632. 6 3. 104 6
6 170 230 452 2 012 810 11. 824 0
图 2 ( 73，37，13) QＲ 码的代数硬判决译码性能曲线
Fig． 2 PBer /PFer performance of algebraic HD
decoding about( 73，37，13) QＲ codes
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5 结 论
本文提出了一种寻找 I，J 组合的改进算法 II，
该算法从理论上保证了所找到的 I，J，对于任何错
误图案，det( S( I，J) ) 均为关于未知校正子的非零多
项式，而这正是文献［8］中算法的缺陷。基于这一
改进算法，从理论上保证了 IFBM 算法用于( 73，37，
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